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Aufgabe 1 (Lineare Unabhingigkeit in R?)

Priifen Sie, ob die folgenden Mengen von Vektoren linear abhiingig oder linear unabhingig in R? sind:

() {(=1,1,5)}
(i) {(07070)7(_17175)}
(iii) {(-1,1,5),(2,1,3),(-2,2,10)}

Losung 1
(i) {(—1,1,5)} ist linear unabhéngig, da (—1,1,5) # (0,0,0), also fiir alle A # 0 ist

A-(=1,1,5) # (0,0,0).

(ii) {(0,0,0),(—1,1,5)} ist linear abhéngig:
A-(0,0,0)+0-(—-1,1,5) = (0,0,0)
fiir alle A € R.
(iii) {(-1,1,5),(2,1,3),(—2,2,10)} ist linear abhéngig:
Seien A1, A2, A3 € R mit

A (—1,1,5) + A2(2,1,3) + A3(—2,2,10) = (0,0,0)

< )\1'(—1)+)\2'2+)\3'(—2):0 (1)
AMoT4d-14+X3-2=0 2)
A1-D+A-3+X3-10=0 (3)

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt, dass Ao = 0 sein muss. Wir setzen das in allen drei
Gleichungen ein und erhalten

A (—1) 4 Ag- (—2) =0 (1a)
A1+ X3:2=0 (2a)
AL+ 5+ Ag-10 =0, (3a)

Wir beobachten, dass diese drei Gleichungen von A; und A3 erfiillt werden genau dann, wenn
AL = —2A3.

Somit gilt fiir beliebiges A € R (z.B. A = 1:
2A- (=1,1,5)+0-(2,1,3) — A- (—2,2,10) = (0,0,0),

also ist die Menge {(—1,1,5),(2,1,3),(—2,2,10)} linear abhéngig.



Aufgabe 2 (Lineare Unabhingigkeit in C?)

Man betrachte C? als Vektorraum iiber C. Untersuchen Sie,

1 1 31
(i) ob die Vektoren 2 |, | =i |, 4—1 in C? linear unabhingig sind,
-1 0 -1+
1 2 —1
(ii) ob die Vektoren | 1 |, | —¢ |, 0 in C? linear unabhéngig sind.
3 1 -1

Losung 2
(i) Die Vektoren sind linear abhéngig: Seien A1, A2, A3 € C mit

i 1 3i 0
AL - 2 + X | =i | + A3 4—1 =10
~1 0 —1 47 0
also
iA1+ Ao+ (3i)A3 =0 (1)
20 —idy+ (4 —i)A3 =0 (2)
A+ 0+ (—=1+49)A3=0 (3)

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt

@M+ R: M+ A —iDA3=0 <= A\ = (—1+1)As, (4)
was dquivalent zu ist.
Setzen wir Ay = (=1 +i)A3 in ein, bekommen wir
i(—1+39)A3+ X2+ (3i)A3 =0 (5)
< A= (i(1—1)—3i)A3 = (1 — 2i) A3 (6)
Wir bekommen also nichttriviale Linearkombinationen des Nullvektors, z.B.
i 1 3t

0
(—14+4d)-| 2 |+@=20)-[|—=i|+1-| 4=i | =0
~1 0 14 0

(ii) Die Vektoren sind linear unabhéngig: Seien 1, po, u3 € C mit

1 2 —1 0
pr- (L[ +pe- | =) +pz-{ 0] =10

3 ) -1 0

also

ipn 4 2p2 — p3 =0 (1)
p —ipg +0 -z =0 (2)
31 +ipa — piz = 0 (3)
M-@: (B3+)m+(2-)u2=0 (4)



( )

—3—i :
— 10p1 + (=74 i)u2 =0 (5)

@) —10-@): (-7+1Li)uz=0 (6)

= ug = 0. (7)
i -1
Da | 1| kein Vielfaches von [ 0 | ist, sind auch p; =0 = ps.
3 -1

Aufgabe 3 (Basen von Vektorraumen)
Geben Sie fiir die folgenden Vektorrdume jeweils eine Basis an:
(i) Vi= {(x1,$2,1‘3) €eR3: xr1 = x3}

(i) Vo = {(x1, 22, 23,74) € R* : 21 + 3w9 + 224 = 0,211 + 29 + 23 = 0}

Losung 3

(i) {(z1,79,23) € R® : 21 = 23} = {(a,b,a) : a,b € R} = span((1,0,1),(0,1,0)). Da (1,0,1) und
(0,1,0) linear unabhéngig sind, ist {(1,0,1),(0,1,0)} eine Basis dieses Vektorraums.

(ii) Alle (z1,x2,x3,24) € Vo l6sen das Gleichungssystem

21+ 3z9 + 023 +224 =0 (8)
201+ 20+ 23+ 024 =0 (9)
Mit einer freien Wahl von z1 und 3y erhalten wir aus Gleichung , dass ¢4 = —% und aus

Gleichung @D, dass x3 = —2x1 — x9. Also ist

3b 1 3
ot ):a,b € R} =span((1,0, -2, —5), 0,1,-1, 75))

Vo ={(a,b,—(2a +b),—

Da (1,0,-2, —%) und (0,1, —1, —%) linear unabhéngig sind, ist {(1,0, -2, —%), (0,1,—1, —%)}

eine Basis von V5.

Aufgabe 4

Es sei P»(R) := {ax®> + bz +c: a,bc € R} (als Untervektorraum des Vektorraums aller reellen
Polynome).

(i) Zeigen Sie, dass sowohl By := {1, z,2?} als auch By := {1, z, 1 (32% - 1)} Basen von P»(R) sind.

(ii) Driicken Sie das Polynom (z + 1)3 — (x — 1)3 sowohl beziiglich der Basis B; als auch beziiglich
der Basis By aus.

Losung 4

(i) Dass By P>(R) erzeugt ist nach Definition von P(R) klar. Aus der Deﬁnitiorﬂ sieht man auch,
dass
ar’+br+c=0 < a=b=c=0,

!Bemerkung: Polynome sind hier nach Definition Ausdriicke der Form az? + bz + ¢. Man kann zu jedem Polynom die
Polynomfunktion f : R — R, f(x) = ax® + bz + ¢ zuordnen; bei Polynomfunktionen zu Polynomen mit reellen Koeffizienten
ist es auch der Fall, dass eine Polynomfunktion genau dann die Nullfunktion ist, wenn alle Koeffizienten 0 sind. Dies
ist aber nicht immer der Fall: in P»(Z/2Z) ist P = [1]z® 4 [1]z nicht das Nullpolynom, aber f : Z/2Z — Z/2Z, f(x) =
[1)z? + [1]z = [0] fiir alle = € Z/27Z.



also sind die Monome 1, z, 2 linear unabhéngig.
Um zu zeigen, dass By auch P»(R) erzeugt, schreiben wir das Monom 22 als Linearkombination
in Bs:

2 1 1

2 2

=2 B2 —1)+<-1
372 )*3

Also ist der Spann von B; (was ganz P»(R) ist) im Spann von Bs enthalten.

By ist auBlerdem linear unabhéngig: Seien a, b, c € R mit
Lo o
a(§(3x —1))+br+c=0

3
<:>§a:n2+bx+(c—%):()

3
<:>§a:0/\b:O/\c—g:O

<—a=0Ab=0Ac=-==0.

a
2
Also ist By eine Basis von Py(R).

(if)

(x+1P2 —(x—-13=@>+322+3z+1) — (2® - 322 + 32 — 1)
= 62° +2 (beziiglich B;)
1

=4 5(33;2 —1)+4 (beziiglich Bs).

Aufgabe 5 (R als R-Vektorraum vs. Q-Vektorraum)

R ist sowohl iiber dem Koper R als auch iiber dem Koéper Q ein Vektorraum. Zeigen Sie, dass die
Vektoren 1 € R und v/2 € R

(i) linear abhéngig sind, wenn man R als R-Vektorraum auffasst,

(ii) linear unabhéngig sind, wenn man R als Q-Vektorraum auffasst.

Losung 5
(1) V2 =1+/2-1, also ist /2 € spang(1).

(ii) Konnte man v/2 = g-1 fiir ein ¢ € Q schreiben, wiire v/2 = ¢ € Q, aber v/2 ¢ Q (siehe Ubungsblatt
1).



